Астро-дополнения к механике 
Центр масс 


В ряде случаев интересно рассмотреть движение системы как целого, не 

вникая в детали её внутренних движений (Солнечная система в Галактике, 

полёт предмета сложной конструкции). Для этого удобно ввести понятие 

центра масс и выявить его свойства. 

1. Масса аддитивна — фундаментальное свойство природы (проверяется на 

опыте). 

Было получено для системы двух тел: 

А(р.-+рь) — А(т У, +тьУь) ЗЕЕ 
У ПУ > 

Поделим на сумму масс (логично поделить всю силу на всю массу, что 

означает взгляд на систему извне как на целое). 


А | ту. -+тьУ, Е, +Е, _Е 


НЫ 0 
АЕ т.т» т, +т, т 


Здесь а, обозначает отношение суммарной силы, действующей на систему, 
к полной массе системы. Логично назвать это ускорением, которое 
характеризует систему в целом — ускорение центра масс. 


И для него действует закон Ньютона в той же форме. 
Вспоминая связь ускорения, скорости и импульса, логично назвать: 


ТУ, +ТЬУ ДУ 
Скорость центра масс в = Р. ‚ так что —^=а, . 
т, +ть т ТАУ) 
А поскольку скорость — это в общем смысле у = Дг/ ДЕ, то логично ввести 
тг. ть Де 
Координата центра масс = 4 ВВ так что —®=У,. 
т +т, ТАУ) 


Если внешних сил нет, то точка Го движется равномерно и прямолинейно, 
как бы сложно ни двигались тела, составляющие систему. 


Уи 


Для любого числа тел к, = у 
т, 
1 


(в самом центре масс может ничего не быть, это чисто формальная точка. 
Пример: центр масс бублика находится в центре его дырки). 

Центр инерции — синоним центра масс. 

Центр тяжести — центр масс в частном случае однородного поля тяготения. 
Тело, подвешенное за центр тяжести, может висеть в любом положении. 
Центр масс треугольника находится в точке пересечения медиан. Если 
треугольник подвесить за вершину, то медиана будет вертикальной. 


Система центра масс 


Если нас интересуют только внутренние процессы в системе материальных 
точек, то удобно перейти в систему центра масс, поместив в эту точку 
начало координат. 


Тогда автоматически г, =0, у, =0, р, =0. 
Выражение для центра масс упрощается: для двух тел 
> т 5 
т.г, +тьг, = 0. Отсюда для расстояний от ц.м. до тел — =-— 
Тв А 
При столкновении 2 частиц в отсутствие внешних сил в системе центра масс 
их импульсы до столкновения р, +р, =0, после тоже р’ +р’ =0 (взаимно 


пр отивоположны) : 
Задача двух тел 


Рассчитаем движение системы из 2 взаимодействующих частиц (без 
внешних сил) в системе ЦМ. Это — взгляд на систему изнутри. 
1) Находим относительное ускорение (применяя 2 и 3 законы Ньютона) 


Е Е 1 1 Е 
а=а, а, — 212 2: ь + — 12 
т, т. т, т. Тирив 
тт 
Трив = называется приведенная масса. 
т пк т, 


2) Вычислим импульсы частиц в ЦМ 
Скорости частиц в системе ЦМ У’ =У, -У, и Ух =У, -У, 
ту, +т-У, тт. 


Ро = Ув = И (У, — У) = т, У, — (у-У,)=т у 
т +т, т, +т, 


Аналогично ру =—тТ „Уи. Их сумма, как и должно быть, ру +р» =0. 


прив 
3) Сила взаимодействия частиц Е имеет реальную природу и не меняется 
при переходе в ЦМ и вообще в другую систему (сила растяжения пружины 
наблюдается по линейке и не зависит от того, как мы на пружину смотрим). 

А так как ЦМ движется равномерно (внешних сил нет), то добавление 


константы Ух не влияет на ускорения и на уравнения динамики. 


а 
Ри =, „У Приводит к (дифференцируя по времени) Е = — =т 
Задача сводится к движению одного тела приведенной массы под действием 


той же силы. 


прив отн 


прив отн 


Гравитация внутри и вокруг небесных тел 
Рассмотрим несколько несложных задач на гравитационное поле сферически 
симметричных тел (планет) и на движение спутников в этом поле. 
Начинаем с простейшей модели: планета однородная, круглая, не вращается, 
тт 


2 
Г 


и в основе — закон всемирного тяготения Ньютона Е = а 
Ускорение свободного падения на поверхности 


4 
Пусть радиус планеты 7, она однородная, плотность р, объём Г = а 


М у 
Ускорение свободного падения © =@— = и 
а у 


Запишем это как © = Аг.где А= бр. 


Давление на глубине, высота гор и форма астероидов 


1} Основной смысл: если давление на глубине превосходит предел 
прочности горных пород, то породы «текут» и небесное тело принимает 
гидростатическую форму — шар. Неровности рельефа — выше этого порога. 
2) Земля. Предел прочности о=200 МПа, плотность 3-10 кг/м, е=10 м/с” 


[о 2.10% 


3 т 50° 710’ м=7км, что 
р "19. 


Тогда из р= рей =о получаем й = 


примерно и наблюдается. 
3) Марс 2=4 м/с”, и горы под 20 км. Так и есть. 
4) Астероиды. Оценивая $ через земное, а глубину через радиус, получаем 


у г 10*.107 
а = = —пии= —__ 
рёп — р8о " ре, 103.10 
Это согласуется с наблюдениями: астероиды 100 км имеют любую форму, 
1000 км почти идеально круглые. А посередине — высота гор сравнима с его 
размером. 


9% Ло" =3-10° м=300 км. 


р 


Энергия тела вблизи поверхности (с интегралами) 


Найдём приближённый вид потенциальной энергии тела на небольшой 
высоте над поверхностью. 

Гравитационную энергию тела массы 7 на расстоянии Г от центра планеты 
запишем, как обычно, по отношению к бесконечно далёкой точке, 


м 
Се 


Г 


Если массу т поднять на малую высоту й над поверхностью, то изменение 
потенциальной энергии 


ИИ АОИ = тей. 
ГИ ты 


Движение спутников 


1. Низкие орбиты вокруг планеты радиуса и. 
2 
Центростремительное ускорение а=@’ равно ускорению свободного 
2 2 
падения, то есть @Г=а=е= Аг, поэтому @` =А, и период обращения 


спутника не зависит от радиуса. Те же 84 минуты хоть вокруг Земли, хоть 
вокруг планеты Маленького Принца. 


Угловая скорость @=_/2/г. Линейная скорость у= @и =.[ 97. 


2. Круговые высокие орбиты (на любой высоте) на расстоянии 7 от центра 


2 ы 2,3 Р 
планеты. То же уравнение @у=а=е=С-—> даёт @ и’ =СМ - третий 
г 


закон Кеплера. 


Движение по орбите и падение из бесконечности. Космические 
скорости 


1) Рассмотрим по нашей схеме стандартных ситуаций: 
Если рассматривается процесс — пишем второй закон Ньютона. 
Если результат — то закон сохранения (энергии, импульса — по обстановке). 


1 косм 2 косм 
Суть явления Движение по орбите Улёт на бесконечность / 
прилёт из ... 
Определение Скорость движения | Скорость падения тела на 
(более строгое, | спутника по низкой | поверхность, если его 
чем суть) круговой орбите (высоту | скорость на 
над поверхностью считаем | бесконечности была 
равной радиусу Земли) нулевая. 
Ситуация Процесс Результат 
Уравнение 7 М ту? тм 
ит=а=е=С 2 - '@ Е 
Результат ри см хи 2сМ. 
Г г 


2) Добавочные комментарии 
При падении на планету из бесконечности с нулевой начальной скоростью 


4 


кинетическая и потенциальная энергии меняются от нуля, оставаясь равны 
по величине и противоположны по знаку. 


2 
тм ту 2 М 
переходит в кинетическую 5: отсюда Удения = 29 —. 


Г г 
Можно сформулировать и обратное: с какой скоростью надо бросить тело 
вверх, чтобы оно улетело навсегда? 


ИТ=С 


с ыы — р = 2 
равнивая со скоростью спутника У спуг = > ‚ Получаем У лад = У спуг . 


) и вторая (у 


пад 


Это и есть первая (у ) космические скорости. 


спут 


На Земле они соответственно 7,9 и 11,2 км/ч, связаны множителем ИР : 
3) При наличии дополнительной скорости 


а) Если скорость ракеты после отработки двигателей % > У, косм › то по 


2 


> 2 _ 2 
закону сохранения энергии её скорость вдалеке у, =У — Уи. 


6) Если ракета стартует со скоростью У > У) косм» ТО ПО закону сохранения 


ы ‚И, ВИ 
энергии её скорость вдалеке У, =У, У. 


в) Старт с вращающейся Земли выгоднее делать на восток. Тогда 
добавляется скорость вращения Земли. Поэтому важно, чтобы на восток от 
космодрома было много свободного пространства для падающих ступеней. 
(Израиль запускает на запад: над морем, а не над политически 
неоднозначными соседями). 

4) Прочее 

Третья космическая скорость: необходима, чтобы стартовать с Земли и 
покинуть Солнечную систему. Если считать от «неподвижной» Земли, то это 
45 км/с. По ходу и против хода соответственно вычитается / добавляется 
орбитальная скорость Земли 30 км/с и получается 16 и 73 км/с. 


Падение на малый астероид 
При вертикальном падении из бесконечности с уже имеющейся скоростью 
И 4 
У (для межпланетной станции -— порядка У = 10`м/<=10 км/с, 


конфигурацию берём самую простую для оценки сути дела) изменение 
2 


потенциальной энергии равно кинетической для 2 космической 


Найдём приращение скорости станции 


т(у, + Ду) ту _ ту 


2 2 2 


Стандартно раскрывая, сокращая и пренебрегая малой квадратичной 


=“ 2 
добавкой, приходим к 2у, Ду = у, ‚ или 
2 


Ду _1|у, 


и 2\ 
Для астероида типа Эрос у, =10 м/с, поэтому Ду=0,5-10°у, =5 ммс, 


для Икара около 10 У. 


Это поправка к скорости при вертикальном падении на астероид. Изменение 
скорости при прохождении близко сбоку, а также угол отклонения (между 
асимптотами гиперболической траектории) содержит такой же множитель. 
Если станция не прицеливается на астероид специально, а просто летит 
своей дорогой и проходит в тысячах километров от него, то поправка к 
скорости уменьшается ещё на несколько порядков. 


Реактивное движение 
Применим закон сохранения импульса к реактивному движению ракеты: 
прямолинейное движение в вакууме в отсутствие внешних сил. Когда ИЗ 


ракеты вылетает некоторая масса газа Ат со скоростью У о 


отн › Т 


а) импульс ракеты изменился на Ар = ТДу 
6) импульс газовой струи У нАТ 


По закону сохранения импульса тДу = —Ун Ат : 


Если мы знаем интегралы, то 


ду ат 


—— =-——_ (напомним, у„ константа) 
У т 


Решаем уравнение и получаем скорость у, до которой разгоняется 
оставшаяся масса т. 


кон кон 
у -| Чу в [“"- ыы т ое еее 
У отн нач Устн нач т Тотарт т 
старт Уолезная 
Оно же =ехр| —^*"* | — формула Циолковского. 
полезная Уотн 


Основная энергия тратится на разгон бака с оставшимся топливом. 
Если старт ракеты устроить горизонтально, то других сил и не надо. Набрав 
скорость, она сама оторвётся от поверхности. Можно также сделать ей 
трамплин для изменения направления скорости без лишних затрат. 


